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Tiivistelma: Artikkelissa tarkastellaan kuudennen luokan lopussa oppilaiden tuot-
tamia ratkaisuja kahteen sanalliseen ongelmanratkaisutehtavaan. Tutkimuksen to-
teutti matemaattiseen ajatteluun ja sen kielentamiseen perehtynyt opettaja. Tutki-
mukseen osallistui 35 kuudennen luokan oppilasta. Tutkimusaineistona olivat oppi-
laiden kirjalliset ratkaisut kahteen sanalliseen ongelmanratkaisutehtavaan. Oppilaat
kuvasivat kielentamisen keinoin omaa matemaattista ajatteluaan seka tehtavien tuot-
tamisessa etta ratkaisuprossien avaamisessa. Tuloksista on nidhtavissa, etta oppilailla
oli taitoja kielentaa monipuolisesti matemaattista ajatteluaan. Matematiikan opetuk-
sessa olisikin hyvia ohjata oppilaita ilmaisemaan matemaattista ajatteluaan monipuo-
lisesti ja tismallisesti kielentdmisen keinoin.
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1 Johdanto

Vuosina 2018-2022 toteutetussa LUMATIKKA-ohjemassa (ks. tarkemmin taman
teemanumeron paakirjoitus) on jarjestetty valtakunnallista matematiikan opetuksen
taydennyskoulusta varhaiskasvatuksen, esiopetuksen, perusopetuksen ja toisen as-
teen opettajille. Alaluokkien opettajille suunnatuissa koulutusosioissa on perehdytty
muun muassa alaluokkien matematiikan keskeisten kasitteiden opettamiseen, eriyt-
tamisen keinoihin, matematiikan opetuksen konkretisointiin sekd matemaattisen
ajattelun kielentamiseen. Tassa artikkelissa tarkastellaan erityisesti matemaattisen
ajattelun kielentamisen merkitysta alaluokkien matematiikan opetuksessa. Luokan-
opettaja Marja-Kaisa Kortesalmi on osallistunut matemaattisen ajattelun kielentami-
sen koulutuksiin ja painottanut kielentamista omassa matematiikan opetuksessaan.
Han on toteuttanut tassa artikkelissa esiteltavan tutkimusintervention kielentamisen
merkityksesta.
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Tutkimuksissa (mm. Perkkila ym., 2018; Joutsenlahti ym., 2017; Perkkila, 2002)
on tuotu esille, ettd Suomessa matematiikan opetusta oppitunneilla ohjaavat suurelta
osin enemman matematiikan oppikirjat ja opettajan oppaat kuin matemaattiset sisil-
16t ja opetussuunnitelma. Edelld mainitusta voidaan kayttaa nimitysta perinteinen
matematiikan opetus, joka perustuu oppikirjasidonnaiseen opetustapaan. Oppikirja-
sidonnaiseen tapaan toteuttaa opetusta liittyy luottamus siihen, etta oppikirjat nou-
dattavat kulloinkin voimassa olevaa opetussuunnitelmaa. (vrt. Perkkila ym., 2018;
Joutsenlahti & Vainionpaa, 2010; Perkkild, 2002). Nain siis hyvin usein oppikirja on
keskeisemmassa roolissa kuin opetussuunnitelma opetuksen suunnittelussa — varsin-
kin Suomessa oppikirja vaikuttaa erittain voimakkaasti opetuksen aiheiden sisalt6on
jajarjestykseen. Oppikirjaan perustuvassa opetuksessa lahes kaikki opettajien esitta-
mat esimerkit ja harjoitukset perustuvat kaytossa olevaan matematiikan oppikirjaan,
ja opetus on opettajajohtoista. Tama tarkoittaa sita, etta oppilaat tyoskentelevat ma-
tematiikan oppikirjan sisiltojen mukaisesti seka oppituntien aikana etta kotona koti-
tehtavia tehdessaan. Oppilaalle voi muodostua hyvinkin kapea kuva matematiikasta
laskemisena ja tehtavakirjan tayttamisena. (Lepik ym., 2015; Viholainen ym., 2015.)

Perusopetuksen opetussuunnitelma (Opetushallitus, 2014) kuitenkin ohjeistaa,
ettd opetuksen tulisi lahtea oppilaille tutuista, kiinnostavista aiheista ja ongelmista.
Matematiikan opetuksen tehtavana on kehittaa oppilaiden loogista, tismallista ja luo-
vaa matemaattista ajattelua, joka luo pohjan matemaattisten kasitteiden ja rakentei-
den ymmartamiselle. Samalla opetuksen tehtavana on kehittaa oppilaiden kykya il-
maista matemaattista ajatteluaan konkreettisin valinein, suullisesti, kirjallisesti ja
piirtaen seka tulkiten kuvia.

Edella mainittu liittyy kielentamisen pedagogiikkaan, missa painotetaan mate-
maattisen ajattelun monipuolista ilmaisua taktiilisen toiminnan kielen, puhutun kie-
len (luonnollisen kielen), kuviokielen (kuvia tulkiten tai piirtaen kuvia) seka matema-
tilkkan symbolikielen avulla. Tahan haasteeseen ei pystyta vastaamaan yksistaan oppi-
kirjaan sitoutuvalla opetuksella. Opettaja on asiantuntija, jolla tulee olla opetustyon
suunnittelun pohjana sisaltotietoa seka pedagogista ettd opetussuunnitelmallista tie-
toa (Shulman, 1986). Kun opettajalla on teoreettinen perusta opetuksensa suunnitte-
lun tukena, hanen on mahdollista perustella opetukseen liittyvia valintojaan niin op-
pilaille, kollegoilleen kuin vanhemmille. Kielentamisen pedagogiikan kayttaminen
matematiikan opetuksessa tarjoaa opettajalle monipuolisia keinoja matemaattisen
ajattelun kehittimiseen oppilaan lahikehityksen vyOhykkeella. Nain onkin
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mielenkiintoista tarkastella tassa artikkelissa oppilaiden tuottamia ratkaisuja kahteen
sanalliseen ongelmanratkaisutehtavaan.

2 Matematiikan kielentamisesta

Joutsenlahden ja Tossavaisen (2018) sanoin matematiikan opetuksen tarkea tehtava
on auttaa oppijaa paitsi rakentamaan ja sisdistamaan matematiikan sisalloista tieto-
rakenne niin, etta kaikilla yksityiskohdilla on selkea merkitys, niin myo6s soveltamaan
tietoa ymmarryksen mukaisesti uusiin tilanteisiin eika vain toistaa muistinvaraisesti.
Tassa kaikessa oppijaa auttaa matematiikan kielentaminen, joka tarkoittaa mate-
maattisen ajattelun ilmaisemista kielen avulla. Kieli jasentda ja kehittaa opiskelijan
ajattelua, ja toisaalta uudet ajatukset mahdollistavat kasitteiden ja prosessien moni-
puolisemman kielellisen kuvaamisen ja sen syvallisemman ymmartamisen. Tallainen
opiskelu vaatii matematiikan symbolikielen rinnalla luonnollisen kielen ja kuviokie-
len joustavaa ja tarkoituksenmukaista kayttoa matemaattisen ajattelun ilmaisussa.
(Joutsenlahti & Tossavainen, 2018.)

Opetussuunnitelman perusteissa (Opetushallitus, 2014) on luokille 1-6 kirjattu
tavoitteeksi "kannustaa oppilasta esittamaan paattelyaan ja ratkaisujaan muille konk-
reettisin valinein, piirroksin, suullisesti ja kirjallisesti my0s tieto- ja viestintateknolo-
giaa hyodyntaen”. Joutsenlahti ja Rattya (2015) havainnollistavat matematiikan opis-
kelussa kaytettavia kielia kuvion 1 mukaisesti.
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Kuviokieli

Kuvio 1. Matemaattisen ajattelun ilmaiseminen neljan kielen avulla: luonnollinen kieli, kuviokieli,
matematiikan symbolikieli ja taktiilinen toiminnan kieli (Joutsenlahden & Rattya, 2015)
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Joutsenlahden ja Rattyan (2015) mukaan matematiikan kielentamiseen kuuluvat
luonnollinen kieli, kuviokieli, matematiikan symbolikieli ja taktiilinen toiminnan
kieli, joka on erityisesti alakoulussa keskeinen matemaattisen ajattelun ilmaisun kieli.
Kielentamisen periaatteet ovat loydettavissa myos Varga-Neményi-menetelman pe-
riaatteista. Periaatteiden mukaan oppilasta kannustetaan tuomaan esille ajatteluaan
monipuolisesti kaikilla kuvion 1 neljan kielen mallin tavoilla, joista tyypillisimpia eli
suullista ja kirjallista kielentamista suhteessa muihin matemaattisen ajattelun ilmai-
semisen Kkieliin kuvataan vield tarkemmin seuraavaksi.

2.1 Suullisesta kielentamisesta

Luonnollisen kielen kayttoé on matematiikan tunneilla paaosassa, kun ryhmassa kay-
daan keskustelua opetettavasta asiasta, tehtavien ratkaisemisesta tai opeteltavien ka-
sitteiden merkityksien rakentumisesta. Kun oppilas kertoo oman ratkaisunsa esimer-
kiksi laskemastaan matematiikan tehtavasta, hanen on ensin jasenneltava ajatuk-
sensa itselleen, ennen kuin han voi sanallistaa sita muille. Joutsenlahden ja Tossavai-
sen (2018) mukaan oman ajattelun jasentiaminen tukee matemaattisten kasitteiden
syvallisempaa ymmartamista.

Matematiikan tunneilla suullinen kielentaminen voi olla opettajajohtoista, pien-
ryhmakeskustelua tai parikeskustelua Joutsenlahden ja Tossavaisen (2018) mukaan.
Keskustelussa mukana oleminen ja sen kuunteleminen antaa opettajalle mahdolli-
suuksia havainnoida oppilaille virheellisesti muodostuneita matemaattisia kasityksia
ja huomioida ne opetuksessa. Lisdksi oppilaiden puhe helpottaa opettajaa myos arvi-
oinnissa. Arvioinnin tekeminen on luotettavampaa, kun oppilas kayttaa luonnollista
kielta symbolikielen lisaksi. Talloin matemaattisten kasitteiden kaytto on osa oppi-
laan kayttamaa puhetta, jonka kautta opettaja saa syvallisempaa tietoa oppilaan ma-
temaattisesta ymmarryksesta. (Joutsenlahti & Kulju, 2015).

Yksi varteen otettava seikka suullisessa kielentamisessa on myos se, ettd kuunte-
lemalla luokkakaveriaan oppilas voi samalla peilata omia kasityksiaan kuultuun ja
tehda vertailuja kasityksien valilla. Nain oppilaan omat kasitykset saattavat vahvistua
tai painvastoin keskustelu saattaa johtaa kahden vastakkaisen kasityksen viliseen
pohdiskeluun yhdessa koko opetusryhmian kanssa. Kuvio 2 havainnollistaa sita,
kuinka matematiikan kielentaminen nakyy opetustilanteissa opiskelija, opettajan ja
muun ryhman nakokulmasta.
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Kuvio 2. Matematiikan kielentdminen oppilaan, opettajan ja
muun ryhman nakokulmista Joutsenlahtea (2003) mukaillen.

Joutsenlahti ja Tossavainen (2018) tuovat esille mielenkiintoisen nakokulman
matemaattisen ajattelun kielentamiseen variaatioteorian pohjalta. Variaatioteorian
lahtokohtana on se, etta havaitsemme ilmitiden merkittavista puolista yleensa vain
osan ja havaintomme ilmiosta ovat ylipaataan subjektiivisia ja usein tulkinnanvarai-
sia. Kun luokassa kaydaan keskustelua matemaattisista ongelmista, nakokulmia tulee
esille aina useampia. Matematiikan kielentamisessa on kysymys juuri naiden erilais-
ten havaintojen ja tulkintojen jakamisesta muiden oppijoiden kanssa kuin myos op-
pijan itsensa kanssa. Tassa ajattelu tulkitaan oppilaan sisdiseksi vuoropuheluksi, jol-
loin oppilas jakaa havaintoja myos itsensa kanssa. On hyva huomata, miten opettajan
tuella oppilaan omien ajatusten esittamiselle on merkitysta myos muiden oppilaiden
kannalta. Oppilaita kannattaa ohjata siten, ettd heidian esittamistaan ajatteluproses-
seista on hyotya myos vertaisoppijoille. Opettajan ohjaava rooli rohkaisee oppilaita
tuomaansa ajattelunsa nakyvaksi puhuen, kirjoittaen, taktiilisesti ja piirroksin. Opet-
taja on kuulija, joka tukee oppilaiden ajatteluprosesseja ja tarvittaessa ohjaa oppilasta
taman lahikehityksen vyohykkeella tuomaan monipuolisesti esille matemaattista
ajatteluaan.
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2.2 Kirjallisesta kielentamisesta

Joutsenlahti ja Tossavainen (2018) viittaavat artikkelissaan Morganiin (2001), jonka
mukaan monipuolinen kirjoittaminen matematiikan tehtavien ratkaisemisen aikana
edistdd matematiikan oppimista, kehittda sen ymmartamista, parantaa oppilaiden
asenteita matematiikkaa kohtaan ja helpottaa opettajan arviointityota. Kirjoittami-
nen jasentaa oppilaan ajatuksia niin hanelle itselleen kuin myos muille oppilaille.

Joutsenlahti (2009) on esittanyt viisi kirjallisen kielentamisen mallia, joita voi so-
veltaa matematiikan tehtavien ratkaisujen esittamisessa. Mallit ovat standardi-, ker-
tomus-, tiekartta-, kommentti- ja paivakirjamallit (ks. kuvio 3).

STANDARDI KERTOMUS TIEKARTTA KOMMENTTI PAIVAKIRJA

MATEMATIIKAN LUONNOLLINEN KIELI
SYMBOLIKIELI [KUVIOKIELI

Kuvio 3. Kirjallisen kielentamisen ratkaisumallit: standardi-, kertomus-, tiekartta-,
kommentti- ja paivakirjamalli (Joutsenlahti, 2018)

Standardimallin kaytto perustuu symbolikieleen. Kertomusmallissa matemaatti-
sen ongelman ratkaisemiseen kaytetaan symbolikielen lisaksi sanallista ja/tai kuvio-
kielta selventamaan seka itselle etta toisille, miten ratkaisu on tehty. Kun oppilas
aloittaa ongelman ratkaisun kirjallisesti tai kayttamalla kuviota, puhutaan tiekartta-
mallin kaytosta matematiikan kirjallisessa kielentamisessa. Talloin symbolikieli tulee
vasta vastauksen paatteeksi. Jos matematiikan symboli- ja luonnollinen kieli kulkevat
ongelman ratkaisussa rinnakkain, ja luonnollisella kielella selitetian symbolikielen
kayttoa, puhutaan kommenttimallista. Paivakirjamallissa oppilas selittda symboli-
kielta sanallisesti tai kuviota kayttiaen, jos han kohtaa ongelmia ratkaistessa tehtavaa.

Kirjallisen matemaattisen ongelmanratkaisun jalkeen on tarkeaa, etta oppilas pa-
laa viela tehtavassa asetettuun kysymykseen. Lukiessaan kysymyksen uudestaan op-
pilaan on helpompi antaa vastaus oikeassa yksikossa (esimerkiksi metreina tai
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euroina) ja samalla arvioida vastauksen oikeellisuutta. Leppdaaho (2018, s. 373) viittaa
Polyaan (1948), joka on esittanyt nelivaiheisen matemaattisen ongelmanratkaisu-
mallin. Ensimmaiseksi ongelma tulee ymmartaa, minka jalkeen taytyy tehda suunni-
telma sen ratkaisemiseksi. Kolmannessa vaiheessa suunnitelma tulee toteuttaa ja vii-
meiseksi taytyy viela luoda katsaus toteutettuun ratkaisuprosessiin ja arvioida ratkai-
sun oikeellisuutta. Kirjallinen kielentaminen tarjoaa tahan oivan tyokalun ja antaa
opettajalle mahdollisuuden arvioida oppilaan matemaattista ajattelua. Tassa kokei-
lussa keskitytaan edella esitetysta neljan kielen mallista luonnolliseen kieleen ja ma-
tematiikan symbolikieleen seka piirroksiin kuviokielella.

3 Tutkimustehtava

Taman artikkelin tarkoituksena on tarkastella kuudennen luokan oppilaiden (n=35)
tuottamia kirjallisia ratkaisuja kahteen sanalliseen ongelmanratkaisutehtavaan. Tut-
kimuksessa haetaan vastauksia kysymykseen:

Millaisia kielentdmisen tapoja oppilaat kdyttdvdt kuvatessaan kirjallisesti
kahden sanallisen ongelmaratkaisutehtavdan ratkaisuja?

3.1 Tutkimuksen osallistujat ja tutkimusaineiston keruu

Tutkimukseen osallistui kaksi kuudetta luokkaa (n=35) eraasta lansisuomalaisesta
koulusta. Tutkimusaineistona olivat oppilaiden kirjalliset ratkaisut kahteen sanalli-
seen ongelmanratkaisutehtavaan. Oppilaille esitetyt tehtavat oli valittu Jorma Jout-
senlahden harjoitusmonisteesta Omin sanoin matematitkan maailmassa vuodelta
2016. Joutsenlahden tehtavat ovat kaikki ongelmanratkaisutehtavia, joissa oppilaan
tulee kayttaa kielentamista (muun muassa sanallisia selityksia) tehtavien ratkai-
suissa. Tutkimustehtavina oppilaille esitettiin edella mainitusta harjoitusmonisteesta
tehtavat 7 ja 10 (ks. kuva 1).
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7 a) Laadi oheisesta kuvasta kanamunien lukumaaraan littyva tehtava, jonka ratkaisussa voit
kayttad kertolaskuja.

b) Laadi oheisesta kuvasta kanamunien lukumaaraan littyva tehtdava, jonka ratkaisussa voit kayttaa
jakolaskuja (ositus- tai sisaltojako).

c) Kirjoita kaverille molemmista laskuista, miten ratkaisit ne. Kerro vield eri vatheet, miten paadyit
vastaukseen.

10. a) Ratkaise tehtava.

b) Kirjoita kaverille, miten ratkaisit tehtdavan. Kerro eri vatheet, miten paadyit vastaukseen. Voit
myds piirtaa tarvittaessa.

poistuu kolmasosa. Luokkaan jaa edelleen 8 oppilasta. Kuinka monta heitd alun perin oli?

Kuva 1. Sanalliset ongelmanratkaisutehtadvat 7 ja 10 (Joutsenlahti, 2016a)

Tehtava 7 on luonteeltaan avoin ongelmanratkaisutehtava. Mainitussa tehtavassa
on kuva (ks. kuva 3), jossa kanamunakennot ovat hyvassa jarjestyksessa viidella paal-
lekkain olevalla hyllylla. Oppilaille annettiin vain alkuasetelma, jonka pohjalta oppi-
laiden tuli laatia tehtavansa. Oppilaiden tuli laatia tehtavien ohjeistuksen mukaisesti
annetusta kuvasta sanallisia tehtavia (tehtavat 7a ja 7b) ja kuvata omaa matemaattista
ajatteluaan tehtavien ratkaisuissa (tehtava 7c) (ks. kuva 1).

Tehtavassa 10 (ks. kuva 3) oppilaiden tuli ratkaista seuraava tehtava: "Luokasta
lahtee pois puolet oppilaista. Vahan ajan paasta jaljelle jaaneista oppilaista poistuu
kolmasosa. Luokkaan jaa edelleen 8 oppilasta. Kuinka monta heita alun perin oli?”
Samoin kuin tehtavan 7 kohdassa c ja tehtavan 10 kohdassa b pyydettiin oppilaita kir-
joittamaan kaverille, kuinka he olivat itselaatimansa tehtavan ratkaisseet. Myos rat-
kaisujen eri vaiheet tuli selittda. Taman tehtavan 10b ratkaisuprosessin kuvauksessa
oppilaita kehotettiin kayttimaan tarvittaessa myos piirtamista. Nain oppilaiden tuli
molemmissa tehtavissa tehda matemaattinen ajattelu nakyvaksi kielentamisen kei-
noin. Ratkaisut osoittautuivat varsin mielenkiintoisiksi kielentamisen nakokulmasta.
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Seka tehtavat 7a ja 7b etta tehtavien 7c ja 10 b ratkaisuprosessien kuvaukset ovat
luonteeltaan avoimia ongelmanratkaisuprosesseja. Jokaisen oppilaan tuli luoda itse-
naisesti, ilman valmista mallia, oman nakoisensa tehtiava (tehtavat 7a ja 7b) seka ku-
vaus tehtavien ratkaisuprosesseista joko piirtaen, kirjoittamalla ja symbolista kielta
kayttamalla tai kayttamalla vain joitakin edella mainituista kielista. Naissa tehtavissa
oppilaat harjoittelivat niin ongelmanratkaisun kuin kielentamisenkin taitoja.

Tamankaltaisia tehtavia ei oppilailla juurikaan oppimateriaaleissa ole. Ahtee tut-
kimusryhmineen (2015) painottaa luovuutta ongelmanratkaisun keskeisena tekijana,
ja tama luovuuden nakokulma toteutuukin tehtavien 7 ja 10 lahtokohdissa. Ongel-
manratkaisu voidaan nahda matematiikan opetuksen ytimena ja oppilaille tulisi tar-
jota juuri ongelmanratkaisun keinoin kehittaa keksimiskykyaan ja luovaa ajatteluaan.
Matematiikan opetusta voidaan tehostaa avoimien tehtavien kaytolla, ja juuri ne tar-
joavat oppilaalle mahdollisuuden kayttaa luovuuttaan. Avoimissa tehtdvissa on
useimmiten erilaisia ratkaisuja ja ratkaisumahdollisuuksia, jotka ovat riippuvaisia
oppilaan tekemista valinnoista. Esimerkiksi tehtavien 7 ja 10 ratkaisuprosessien ku-
vauksissa oppilaat joutuivat tekemaan valintoja siita, milla tavoin kuvaavat tehtavien
ratkaisuprosesseja. Kielentimisen pedagogiikka tukee hyvin ongelmanratkaisun luo-
vuutta ja antaa oppilaille keinoja ratkaisuprosessien kuvaamiseen.

3.2 Tutkimusaineiston analyysi

Tehtavien ratkaisut analysoitiin teoriapohjaisen sisallonanalyysin (Tuomi & Sara-
jarvi, 2018) keinoin. Tehtavien 7 ja 10 ratkaisuja luokiteltiin Joutsenlahden (2009)
esittaman viiden kirjallisen kielentamisen mallin pohjalta, jolloin kirjallisen kielen
ratkaisumallit toimivat tutkimuksen teoriapohjaisena luokittelurunkona. Oppilaiden
tuottamista sanallisista ratkaisuista tehtavaan 7 hyvaksyttiin sanallisiksi tehtavaksi
myos kuvasta tehty kysymys. Naita tehtavia voidaan nimittaa minisanallisiksi tehta-
viksi (Perkkila, 1999). Perusteluna edelld mainittuun on se, etta voidakseen tuottaa
annettujen ehtojen mukaisen ratkaisun, oppilaan on jo kysymysta tehdessaan tayty-
nyt oivaltaa arkisen kuvan ja matematiikan valinen yhteys. Taman yhteyden oppilas
on sanallistanut tehdessiaan kysymysta.

Analysoitavaksi valittujen ongelmanratkaisutehtavien 7 ja 10 vastaukset analysoi-
tiin tehtavakohtaisesti. Luokittelussa ei huomioitu, oliko oppilas ratkaisut kyseisen
tehtavan oikein vai vaarin. Kaikki tutkimukseen osallistuneet oppilaat olivat tuotta-
neet ratkaisun tehtavaan 7, mutta tehtavan 10 jatti ratkaisematta 11 oppilasta (31,4 %)
kaikista tutkimukseen osallistuneista oppilaista (n=35). Molempien tehtavien
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analysoinnissa tuloksissa olevat prosenttiluvut on laskettu siten, etta kaytettya kirjal-
lisen kielentamisen mallia on verrattu kaikkiin annettuihin vastuksiin. Huomiotta on
siis jatetty niiden oppilaiden tehtavapaperit, jotka eivat olleet lainkaan ratkaisseet ky-
seista tehtavaa.

4 Tutkimuksen tulokset

Analyysin tuloksista voidaan nahda, etta oppilailla on taitoja kielentda matemaattista
ajatteluaan. Seuraavaksi esitetaan tehtiavien 7 ja 10 tulokset erikseen. Tuloksissa ku-
vataan oppilaiden antamien ratkaisujen jakautumista kirjallisten kielentamisen mal-
lien kesken.

4.1 Tehtavan 7 tulokset

Taulukossa 1 on esitetty kirjallisen kielentamisen mallin kayton prosentuaalinen seka
maarallinen jakautuminen tehtavassa 7.

Taulukko 1. Kirjallisen kielentamisen mallin kdyton prosentuaalinen jakautuminen oppilaiden ratkaisuissa
tehtavadssa 7

Kirjallisen kielentamisen malli Oppilaiden ratkaisut tehtivain  Oppilaiden ratkaisut tehta-

7 vaan?7

(%) (n=35)
Standardimalli 25,7 % 9
Kertomusmalli 25,7 % 9
Tiekarttamalli 8,6 % 3
Kommenttimalli 37,1% 13
Paivakirjamalli 2,9% 1

Kirjallisen kielentamisen standardimallia ongelmanratkaisutehtavan 7 ratkai-
sussa oli kayttanyt yhdeksan (25,7 %) oppilasta. Kertomusmallin mukaista ratkaisu-
tapaa esiintyi myos yhdeksalla oppilaalla. Tiekarttamallin mukaista ratkaisutapaa oli
kayttanyt vain kolme oppilasta (8,6 %). Kommenttimallin kaytto naytti luontaisim-
malta tavalta, silla edella mainittua mallin mukaista ratkaisutapaa oli kayttanyt 13 op-
pilasta (37,1 %). Ainoastaan yksi oppilas oli kayttanyt paivakirjamallia tehtavan 7 rat-
kaisemisessa. Naissa tuloksissa ovat mukana kaikkien oppilaiden vastaukset huoli-
matta siita, oliko oppilaan antama ratkaisu tehtavaan oikea vai vaara. Seuraavassa
taulukossa 2 on kuvattu oppilaiden laatimien sanallisten tehtdvien, oikein
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ratkaistujen tehtavien ja oppilaiden omien ajatteluprosessien sanallistamisen maaria
prosentteina ja oppilasmaarina.

Taulukko 2. Tehtadvaan 7 liittyvien sanallisten tehtavien tuottaminen, tehtavan oikeat ratkaisut, omien ajat-
teluprosessien sanallistamisen maarat prosentteina

Tehtava 7 Oppilaiden ratkaisujen maarat  Oppilaiden ratkaisujen maarat
(%) (n=35)

Oppilas laatinut sanallisen tehtavan 45,7 % 16

Oppilas ratkaissut tehtavan oikein 34,3 % 12

Oman ajatusprosessin kielentaminen 62,9 % 22

Kaikkiaan 16 oppilasta (45,7 %) oli laatinut sanallisen tehtavan tehtavaan 7. Ka-
nanmunakennojen oikean lukumaaran oli selvittanyt 12 oppilasta, joka on 34,3 % tut-
kimukseen osallistuneista oppilaista (n=35). Oppilaista 22 (62,9 %) oli osannut kir-
joittaa ajatusprosessinsa kirjallisesti nakyville tehtavan 7 ratkaisun kulusta.

4.2 Tehtavan 10 tulokset

Tehtavan 10 tuloksissa ovat mukana kaikki ratkaisun antaneiden oppilaiden vastauk-
set huolimatta siita, oliko ratkaisu oikea vai vaara (ks. taulukko 3). Tehtavaan 10 antoi
vastauksen 34 oppilasta. Taulukossa 3 vastausten jakautuminen Kkirjallisen kielenta-
misen mallien mukaisesti on laskettu tehtavaan vastauksen antaneiden kokonaismaa-
rasta (n=34). Standardimallia kirjallisen kielentamisen mallia oli kayttanyt viisi (14,7
%) kaikista tehtavaan 10 vastanneista oppilaista. Kertomusmallin kayttoon oli paaty-
nyt kuusi oppilasta (17,6 %). Tiekarttamallia kaytti kahdeksan (23,5 %) oppilasta kai-
kista tutkimukseen osallistuneista oppilaista. Kirjallisen kielentamisen kommentti-
mallin mukaisen vastauksen oli antanut viisi (14,7 %) oppilasta.

Taulukko 3. Kirjallisen kielentdmisen mallin kdyton prosentuaalinen jakautuminen tehtavassa 10

Kirjallisen kielentamisen malli Oppilaiden ratkaisut tehtavdan Oppilaiden ratkaisut tehtavaan
(%) (n=34)

Standardimalli 14,7 % 5

Kertomusmalli 17,6 % 6

Tiekarttamalli 23,5% 8

Kommenttimalli 14,7 % 5

Paivakirjamalli -
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Seuraavassa taulukossa 4 on havainnollistettu prosentteina ja oppilasmaarina oi-
kein ratkaistujen tehtavien ja omaa ajatteluprosessia sanallistaneiden maarat tehta-
vaan 10 vastanneiden joukosta.

Taulukko 4. Tehtavaan 10 oikeiden ratkaisujen ja tehtavan ratkaisuprosessissa omaa ajatteluaan sanallista-
neiden maarat prosentteina

Tehtdva 10 Oppilaiden ratkaisujen maarat  Oppilaiden ratkaisujen maarat
(%) (n=35)

Oppilas ratkaissut tehtavan oikein 42,9 % 15

Omaa ajatusprosessia 48,6 % 17

kielentanyt

Tutkimukseen osallistuneista (n=35) 15 oppilasta oli ratkaissut tehtavan oikein,
mika on 42,9 % kaikista oppilaista. Omaa ratkaisuaan sanallisesti, kuvallisesti tai sa-
nallisesti ja kuvallisesti oli selittanyt 17 oppilasta (48,6 %). Yksi oikean vastauksen
antaneista oppilaista oli kayttanyt standardimallia ja kolme oppilasta, jotka olivat se-
littineet omaa ajatteluaan, oli paatynyt vaaraan ratkaisuun.

4.3 Tehtavien ratkaisujen tarkastelua

Tehtavan 7 ratkaisuissa erottui selkeimmin kommenttimallin kaytto (37,1 % tutki-
mukseen osallistuneista). Tehtavan 10 kohdalla kommenttimalli ei erottunut niin sel-
keasti, silla vain 14,3 % tutkimukseen osallistuneista kaytti kommenttimallia tehtavan
10 ratkaisussa. Taman mallin kaytto lienee oppilaille luontaista, koska kommentti-
mallissa matematiikan symbolikieli ja luonnollinen kieli kulkevat ongelman ratkai-
sussa rinnakkain ja luonnollisella kielella selitetian symbolikielen kayttoa (Joutsen-
lahti, 2009).

Tehtavassa 7 erottui standardimallin kaytto toiseksi suosituimpana tapana esittaa
ratkaisu (ks. taulukko 1). Standardimallin kaytto perustuu matematiikan symbolikie-
len kayttoon (Joutsenlahti, 2009). Niin sanotussa perinteisessa matematiikan ope-
tuksessa matematiikan oppikirjat ovat usein rakenteeltaan esimerkkitehtavissa stan-
dardimallin mukaisia. Tasta johtunee, etta oppilaiden luontainen tapa tyoskennella
matematiikan parissa muotoutuu pitkalti symbolikielen mukaiseksi ilmaisuksi.

Kuvassa 2 on esitetty oppilaan (oppilas 7) esittamat kerto- ja jakolaskut seka teh-
tavien ratkaisuprosessien kielentamiset.
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Kuva 2. Oppilaan (oppilas 7) esittdmat kerto- ja jakolaskut tehtavasta 7
seka laadittujen tehtavien ratkaisuprosessien kuvaukset

Tarkasteltaessa analyysissa mukana olleiden tehtavien vastauksia osa oppilaista
oli selvasti oppinut kayttamaan luonnollista kielta tehtavien laatimisprosesseissa seka
oppinut kuvaamaan ajattelunsa etenemista tehtavan ratkaisuprosessissa. Oppilaiden
keksimissa sanallisissa tehtavissa tuli esiin myos vastauksia, joissa oppilaat rinnasta-
vat arkipaivan tilanteita matematiikkaan. Seuraavassa kuvassa 3 on esitetty tutki-
mukseen osallistuneen oppilaan (oppilas 7) laatimat kerto- etta jakolaskut tehtavaan
7 seka itse laadittujen tehtavien ratkaisuprosessien kuvaukset. Kuvassa 3 on esi-
merkki (oppilas 1) standardimallin mukaisesta ratkaisusta tehtavaan 7. Kuvassa esi-
tetty vasemmalla tehtavaan 7a kertolasku ja oikealla jakolasku tehtavaan 7b.
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Kuva 3. Oppilaan (oppilas 1) standardimallin mukaiset ratkaisut kerto- ja jakolaskusta tehtdavaan 7

Tehtavassa 10 oppilaat olivat kayttaneet kuviokielta apunaan tehdessaan ratkai-
sua. Kuviokielta ratkaisun tukena oli kayttanyt kaikkiaan 7 (20,0 %) tutkimukseen
osallistuneista oppilaista (n=35). Oppilaiden kayttama kuviokieli ilmeni osaksi piir-
rettyjen ympyroiden jonona tai vailla ilman selkeda piirrettyjen ympyroiden ryhmit-
telya. Osalla oppilaista selkea piirrettyjen ympyroiden ryhmittely ja niin sanottujen
piirakkamallien kaytto nayttaytyi ilmiselvasti oman matemaattisen ajattelun esille-
tuomisen valineena. Edella mainittu saattaa johtua siita, etta oppilaita on ohjattu tuo-
maan matemaattista ajatteluaan esille myos kuviokielella matematiikan oppimisti-
lanteissa. Kuvassa 4 vasemmalla on esitetty oppilaan (oppilas 12) ratkaisu tehtavaan
10 kuviokielta kayttaen. Kuvassa 4 oikealla on tehtavan 10 ratkaisuprosessin selitys
seka kuviokielella etta sanallisesti (oppilas 14).
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Kuva 4. Vasemmalla oppilaan esittdma ratkaisu (oppilas 12) tehtavaan 10 kuviokielelld ja
oikealla oppilaan (oppilas 14) ratkaisu seka kuviokielelld etta luonnollisella kielella

ey,
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Analysoiduissa tehtavissa oli mukana myos ratkaisuja, joissa oli kiytetty hyvaksi
vain pelkkaa paattelya. Talla tavalla ratkaistuja tehtavia 1oytyi kaksi kappaletta. Eras
oppilas (oppilas 11) selitti tehtavan 10 ratkaisuaan niin (ks. kuva 5): "Otin eri lukuja,
joita voi jakaa ja sen piti olla yli 16, koska 2 « 8 = 16 ja siina piti olla kolmasosa. Sitten
kokeilin eri lukuja mita voi jakaa kahdella ja kolmella.” Vastaukseksi han oli kirjoitta-
nut: “Aluksi oli 24.” Toiselta oppilaalta (oppilas 5) l0ytyi tehtavaian 10 seuraavanlai-
nen ajatus (ks. kuva 5): ’Kun luokasta on lahtenyt jo puolet ja luokasta lahtee viela
kolmasosa, jaa oppilaita 8. Ennen kolmasosan lahtoa luokassa oli 12 oppilasta ja 12
oppilasta oli lahtenyt ennen sita. Oppilaita taytyi olla 24 alun perin.”
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Kuva 5. Oppilaiden (oppilaan 11 ylempana ja oppilaan 5 alempana)
esittdamat tehtavan 10 ratkaisut paattelyn avulla

Oppilaiden esittamissa vastauksissa oli mukana sellaisia, joissa oli perusteltu teh-
tavan vaativaa matemaattista ajattelua monipuolisesti kielentimisen keinoin. Seuraa-
vassa kuvassa 6 on esitetty oppilaan (oppilas 7) tehtavan 7 ratkaisu, jossa han oli muo-
dostanut ratkaisemiseksi lausekkeen, kuvion ja sanallisen selityksen.
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Kuva 6. Oppilaan (oppilas 7) ratkaisu tehtavadan 7. Ratkaisussa esitetty lauseke, selitys seka kuva.

Tehtavaan 10 10ytyi myos hieman muiden ratkaisuista poikkeavia ratkaisuja. Seu-
raavassa kuvassa 7 on esimerkkina poikkeavista ratkaisuista kahden oppilaan (oppi-
laat 3 ja 4) ratkaisut tehtavaan 10.
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Kuva 7. Esimerkit (oppilaat 3 ja 4) poikkeavista ratkaisuista tehtavaan 10

Joissakin oppilaiden ratkaisuissa oppilaiden tuottama matemaattisen ajattelun il-
maisu jai melko ohueksi. Edella mainituissa ratkaisuissa nakyi mahdollisesti niin sa-
nottu perinteinen oppikirjan mukainen eteneminen ja oppikirjan tehtiavia painottava
opetus. Erityisesti tama tuli esille oppilaiden ajattelun ilmaisuissa matematiikan
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symbolikielisissa esityksissa ja standardimallin kaytossa. Tehtavien ratkaisuista oli
nahtavissa myos se, etta ne oppilaat, joiden opetuksessa oli mahdollisesti kaytetty op-
pimisvalineita, ja joita oli rohkaistu ilmaisemaan ajatteluaan monipuolisesti puhuen,
valinein, piirtden ja symbolisesti, toivat ajatteluaan esille jonkin verran rohkeammin
ja monipuolisemmin.

5 Pohdinta

Tassa tutkimuksessa olleiden tehtavien pohjalta esiin nousi vahvasti oppilaiden taito
kielentia omaa matemaattista ymmartamistaan. Tehdyn tutkimuksen mukaan vai-
kuttaisi silta, etta oppilaiden matemaattisen ajattelun ilmaisemista tukeva opetus ri-
kastaa matemaattisen ajattelun kielentamisen taitoja ja oppilaat loytavat mieluisia ta-
poja ilmaista itsedaan. Joutsenlahden ja Tossavaisen (2018) mukaan matemaattisen
ajattelun ilmaisemista tukeva pedagogiikka luo valmiuksia oppilaille tuoda esiin luon-
nollisen kielen, tassa tapauksessa kirjoitetun kielen avulla, omaa matemaattista ym-
martamystia. Kun luonnollinen kieli on osa opetusta, niin se kehittaa lapsen mate-
maattista ajattelua.

Luokassa oleva salliva ja ymmartavainen ilmapiiri mahdollistaa oppilaiden ilmai-
semaan vapaasti tehtiavistaan saamiaan ratkaisuja. Nain opetukseen sisaltyy paljon
opettajan ja oppilaiden kuin myos oppilaiden keskinaista keskustelua ja joskus jopa
vaittelya. Kun oppilas puhuu matematiikkaa, hanen on taytynyt ensin prosessoida
oma ajatus itselleen ymmarrettavaksi. Opettajan kuunnellessa oppilaan puhetta ha-
nelld on mahdollisuus arvioida, onko oppilaalla oikea kasitys kasiteltavasta asiasta.
Tama helpottaa opettajaa arvioinnissa. Viela tarkeampaa on kenties se, etta opettajan
on mahdollisuus heti auttaa oppilasta, jos oppilaalle on tullut vaara ymmarrys opetet-
tavasta asiasta. Vahaista ei myoskaan ole se, etti toisen oppilaan kayttama puhe voi
joskus auttaa myos luokkakaveria ymmartamaan asiaa paremmin kuin opettajan
tuottama puhe.

Analysoiduissa tehtivissa nousi useista tehtavapapereista esiin sana miinustaa.
Matematiikan oppimisen tulisi edeta systemaattisesti, hierarkkisesti ja loogisesti
eteenpain, mihin kuuluu vahitellen my6s mukaan tuleva tismallinen matemaattisten
kasitteiden ilmaisu. Oppimisen edistyminen edellyttia jo vakiintuneen terminologian
omaksumista, joten opettajan tehtavana kielentamisessa on tukea myos oppijoiden
matemaattisen kielenkayton kehittymista (Joutsenlahti & Tossavainen, 2018). Nain
kuudennella luokalla oppilaiden tulisi kayttaa peruslaskutoimituksiin perustuvissa
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tehtavissa tasmallista ilmaisua. Esimerkiksi vihennyslaskua tehdessaan oppilaiden
tulisi kayttaa vahentamisen prosessista ilmaisua vdahentdd. Kun luokassa kaytetaan
luonnollista kielta opiskeltaessa matemaattisia kasitteita, opettajan on helppo puut-
tua myos oppilaiden kayttamaan epatasmalliseen matemaattiseen ilmaisuun. Mate-
matiikan abstraktin luonteen takia erityisesti matemaattisten kasitteiden opetuksessa
erilaisten variaatioiden tuottamisessa ja tarkastelemisessa on huolellisella kielenkay-
tolla suuri merkitys.

Joidenkin oppilaiden ratkaisuissa painottuivat standardimallin mukaiset ratkai-
sut. Joutsenlahden ja Tossavaisen (2018) mukaan ne ovatkin peruskoulun oppikir-
joissa tyypillisia ja perustuvat matematiikan symbolikielen kayttamiseen. Erityisesti
tata mallia kaytetaan aritmetiikan tehtavissa. Perinteissa matematiikan opetuksessa
olleet oppilaat olivat mahdollisesti tottuneet symbolikielen mukaiseen ratkaisun esit-
tamisen malliin.

Viitteita perinteiseen opetukseen liittyvasta matematiikan oppikirjaan sitoutu-
vasta opetuksen toteutustavasta Suomessa ovat tuoneet esille muun muassa Perkkila
(2002), Joutsenlahti ja Vainionpaa (2010) seka Lepik ym. (2015) ja Viholainen ym.
(2015). Tutkijoiden mukaan edella mainittu nakyy siten, etta opetuksen suunnittelu
ja toteutus perustuvat paaasiassa oppikirjojen ratkaisuihin. Oppikirjaan sitoutuvassa
opetuksessa oppilaat tottuvat nopeasti niithin matemaattisten ratkaisumallien tapoi-
hin, joita oppikirjassa esitetdain ja joita opetuksessa noudatetaan. Matematiikan op-
pikirjoihin sitoutuva opetus rajaa oppilaan ajattelun kehittymista. Oppikirjaan sitou-
tuvan opetuksen seurauksena voi olla myos se, etta helposti tehtavan vastauksesta tu-
lee tarkein asia. Luullaan, etta tehtavaan on olemassa vain yksi ratkaisu ja se on oppi-
kirjan tekijan esittima malliratkaisu. Omaa ajattelua ei uskalleta tuoda esille, koska
oppilas saattaa uskoa, etta vain malliratkaisun mukainen ratkaisu on ainoa oikea.

Oppilaiden matemaattisen ajattelun ilmaisulle olisi hyva antaa tilaa taktiilisen,
kuviokielen, luonnollisen kielen seka matematiikan symbolisen avulla. Nain oppilaat
voivat vahitellen rakentaa matemaattista ymmarrystaan yhdessa toisten vertaisten
kanssa (vrt. kielentaminen). Matematiikkaa opettavien opettajien koulumuistoissa
usein matematiikan opetus on rakentunut pitkalti oppimateriaalin varaan (vrt. Perk-
kila, 2002). Oppikirjaan sitoutuva opetuksen malli on monelle opettajalle se tutuin ja
helpoin malli opettaa. Tassa mallissa jaa kuitenkin oppilaan omakohtaisen ajattelun
merkitys vahemmalle. Opettajat tarvitsevat tukea monipuoliseen matematiikan ope-
tukseen. Erityisesti tulisi tukea sita, ettd opettajilla olisi koulutuksissa tilaisuuksia
saada omakohtaisia kokemuksia kielentimisen monipuolisista mahdollisuuksista.
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Omakohtaisten oivallusten kautta opettajat syventaisivat nakemystaan kielentamisen
merkityksesta kasitteiden ymmartavaan oppimiseen perustuvassa matemaattisen
ajattelun kehittamisessa. Nain vahitellen opettajat voisivat tuoda omien kokemus-
tensa pohjalta monipuolisempia tyoskentelytapoja matematiikan oppimisymparistoi-
hin. Valtakunnallisessa LUMATIKKA-hankkeessa onkin vastattu edella mainittuun
opettajien tuen tarpeeseen jarjestamalla koulutusta, joissa on ollut tavoitteena tarjota
avaimia monipuolisen matematiikan opetuksen suunnitteluun ja toteutukseen.

Nykyinen voimassa oleva opetussuunnitelma (Opetushallitus, 2014) ohjaa vah-
vasti siihen, etta oppilaiden tulisi itse osata 10ytaa kehittymisensa ja oppimisensa koh-
teita opiskeltavasta asiasta. Murata (2004) on tutkinut yhteenlaskustrategian kehi-
tysta ensimmaisen luokan aikana. Hanen tutkimuksensa mukaan uutta strategiaa yh-
teenlaskussa ei opittu automaattisesti, vaan nimenomaan opettajan ohjauksen avulla
ja opettajan ohjaamalla tavalla. Opettajan ohjaus oppilaan liahikehityksen vyohyk-
keella toimi tassa oppilaan ajattelun kehittamisen valineena kohti abstraktiota.

Nykyisessa opetussuunnitelmassa (Opetushallitus, 2014) painotetaan monipuo-
lista matemaattista ilmaisua: puhuen, konkretian avulla, piirtden ja symbolisesti.
Konkretialla tarkoitetaan oppimisvalineiden monipuolista kiayttoa. Toimintavalineet
tukevat oppilaan induktiivista oppimista, jonka tavoitteena on monien yksittaisten
kokemusten yleistaminen. Nain valineet ovat kiasitteenmuodostuksen ja ajattelun va-
lineita. Tikkasen (2008) mukaan tavoitteena on edistda opittavan kasitteen abstra-
hoitumista ilman konkreettisia oppimisvalineita. Oppilas tarvitsee juuri timan mate-
maattisen ajattelun abstrahoitumisen esiin tuomisessa luonnollista kielta. Pelkalla
symbolisen kielen kaytolla opettaja ei voi saada selville oppilaan ajatusta ja ymmar-
rysta. Kun Jorma Joutsenlahti (2016b) koulutti opettajia Oulaisissa matematiikan
tehtavien kielentamisesta sanallisesti, niin hian sanoi: "Vain silloin, kun lapsi puhuu
matematiikka, voit olla varma, ettd han myos ajattelee matematiikkaa.” Talla ilmai-
sulla han halusi tuoda esille sanallistamisen tarkeytta omin sanoin luonnollisella kie-
lella matematiikan oppimisessa.
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