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Tänään tarkastettavassa väitöskirjassani käsittelen matemaattista joustavuutta. Pe-
rehdyn siihen vertailutehtävien ja tarkoituksellisten virheiden kautta. Vertailutehtä-
vät ja tarkoitukselliset virheet ovat opetuskeinoja, joiden ajattelen mahdollistavan 
joustavuutta painottavan opiskeluilmapiirin. Kerron aluksi näistä kolmesta pää-
käsitteestä ja niihin liittyvistä uskomuksista. Sitten esittelen väitöstutkimustani ja 
sen tuloksia. 

Esimerkissä 1 on lasku 1+2+3+4+5+6+7+8+9, jossa tulee siis selvittää yhteenlas-
kettavien summa. Tämä tehtävä voidaan ratkaista ainakin kahdella eri tavalla. 

Ratkaisutavassa 1 lasku lasketaan vasemmalta oikealle, jolloin tulee selvittää 
kahdeksan välivaihetta. Ratkaisutavassa 2 puolestaan käytetään niin sanottuja 
kymppipareja eli yhdistetään ensin 1 ja 9, sitten 2 ja 8 ja niin edelleen. Jälkimmäi-
sessä ratkaisutavassa välivaiheita tulee vain viisi.  

 
Esimerkki 1. Kaksi eri ratkaisutapaa samaan tehtävään 

Ratkaisutapa 1:  Ratkaisutapa 2: ”kymppiparit” 

1+2=3                                                                                                                                                           1+9=10 

3+3=6                                                                                                                                                            2+8=10 

6+4=10                                                                                                                                                  3+7=10 

10+5=15                                                                                                                                           4+6=10 

15+6=21                                                                                                                                    40+5=45 

21+7=28 

28+8=36 

36+9=45 
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Matemaattiseksi joustavuudeksi kutsutaan kykyä tuottaa erilaisia ratkaisutapoja 
ja valita niistä tilanteeseen sopivin (esim. Star & Rittle-Johnson, 2008). Kyse on siis 
erilaisten ratkaisutapojen käyttämisestä yhteen tehtävään ja tapojen vertailusta. 
Joustavuus on tarpeen mentäessä syvemmälle matematiikan opinnoissa. Ongelman-
ratkaisussa tarvitaan juuri erilaisten keinojen pohdintaa.  

Vertailutehtäväksi kutsun esimerkkiä, jossa on kahden kuvitteellisen oppilaan 
ratkaisutavat ja kysymyksiä niistä. Luokassa oppilaat tutkivat näitä tapoja vertaillen. 
Näistä on käytetty myös nimitystä CDMS (Compare and Discuss Multiple Strate-
gies).  

Esimerkin 2 vertailutehtävässä kuvitteelliset oppilaat Kalle ja Leena ovat ratkais-
seet kumpikin saman yhtälön omilla tavoillaan. Tehtävä on kehittämästämme Jous-
tava yhtälönratkaisu -materiaalista, johon mallina on osin ollut yhdysvaltalainen 
Contrasting Cases -materiaali (Star ym., 2015). Oppilaat luokassa pohtivat, miten 
Kalle ratkaisi tehtävän ja miten Leena. Sitten he pohtivat yhtäläisyyksiä ja eroavai-
suuksia tehtävien välillä ja sitä, miten ratkaisisivat tehtävän itse – käyttäisivätkö he 
Kallen vai Leenan ratkaisutapaa vai vielä jotain muuta. Joustavuutta on myös miet-
tiä sopivampaa ratkaisutapaa uusiksi, jos tehtävänanto muuttuukin, kuten vertailu-
tehtävän kohdassa d.  

 
Esimerkki 2. Vertailutehtävä (julkaistu JYR-materiaalissa) 

 
Lähde: https://aoe.fi/#/materiaali/2392 

 

https://aoe.fi/#/materiaali/2392
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Vertailutehtäviä yhtälönratkaisussa on tutkittu paljon etenkin Yhdysvalloissa. Ne 
kehittävät yhdysvaltalaistutkimusten mukaan matemaattista joustavuutta ja muita 
matematiikan taitoja (esim. Durkin, Rittle-Johnson, Star ym., 2021; Star & Rittle-
Johnson, 2008; Star, Pollack ym., 2015). Vertailutehtävien aktiivinen käyttö tuotti 
parempia oppimistuloksia kuin niiden käyttäminen harvoin. Opettajien esittämät 
avoimet kysymykset, esimerkiksi ”Haluaako joku kommentoida tätä ideaa?”, ovat 
niin ikään olleet yhteydessä oppilaiden parempiin joustavuustuloksiin (Star, Newton 
ym., 2015). Vertailutehtävistä ovat kokeneet hyötyneensä myös oppilaat, jotka ovat 
pärjänneet heikosti matematiikassa.  

Tarkoitukselliseksi virheeksi kutsun tehtävän välivaiheeseen upotettua virhettä. 
Oppilaat paikantavat virheen ja selittävät auki periaatteen, jolla virheen voisi jat-
kossa välttää. Näitä tehtäviä on tutkittu myös esimerkiksi nimellä erroneous examp-
les, virheelliset esimerkit, ja saatu hyviä oppimistuloksia (esim. Adams ym., 2014).  

Esimerkissä 3 oppilas on aloittanut tehtävän kahdella eri tavalla. Oppilaat pohti-
vat, mitä huomaavat ja miten kuvitteellista oppilasta voisi neuvoa. Tavassa a) oppi-
las on tehnyt virheen. Oppilaat voisivat selittää auki, että aluksi tulee laskea kerto-
laskut. Virheellisen ratkaisutavan voi vaikkapa rastia lopuksi yli. 

 
Esimerkki 3. Tarkoituksellisen virheen sisältävä tehtävä 

Vertaa erään oppilaan kahta ratkaisun aloitusta samaan tehtävään. Mitä huomaat?  

Tapa a) 2 + 3 ∙ 5 = 5 ∙ 5                               Tapa b) 2 + 3 ∙ 5 = 2 + 15 

Miten neuvoisit oppilasta? 

 

Tarkoituksellisen virheen käytössä on tärkeää muun muassa korjata virheen 
taustalla oleva periaate oikeaksi ja esittää rinnakkain oikea ja virheellinen ratkaisu-
tapa (Alfieri ym., 2013; Durkin & Rittle-Johnson, 2012). 

Joustavuudella tarkoitan siis kykyä tuottaa eri ratkaisutapoja ja sopivimman va-
lintaa. Joustavuutta voidaan kehittää käyttäen vertailutehtäviä, joissa tutkitaan 
kahta esimerkkiratkaisua. Joskus vertailutehtävään voi olla upotettuna tyypillinen, 
tarkoituksellinen virhe. Vertailutehtävistä ja tarkoituksellisista virheistä tutkin eri-
tyisesti opettajien käsityksiä ja uskomuksia. Seuraavaksi kerron uskomuksista.  

Matematiikan opiskeluun liittyy uskomuksia, jotka voivat estää joustavan ilma-
piirin toteutumista. Oppilaat voivat esimerkiksi ajatella, että kaikki muut ymmärtä-
vät, mutta itse ei. Oppilaat voivat luulla omaa kysymystään tyhmäksi tai olevansa ai-
noa, joka ei ymmärrä. Oppilaat voivat ajatella, että matematiikassa tulee ratkaista 
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tehtäviä mahdollisimman nopeasti (Törner, 1998). Virheet nähdään helposti negatii-
visina, oppimista häiritsevinä tekijöinä (Steuer & Dresel, 2015). 

Niin ikään opetukseen liittyy uskomuksia. Matematiikassa esimerkiksi toistetaan 
mielellään opettajan esittämää ratkaisutapaa (Schoenfeld, 1992). Minäkin ajattelin 
opettajana toimiessani, että: ”Tämän voisi tehdä eri tavoinkin, mutten sekoita oppi-
laita enempää.” Opettajat ja oppilaat myös helposti pelkäävät tai välttelevät virhei-
den tekemistä tai esittämistä, sillä ne nähdään oppimista häiritsevinä tekijöinä (vrt. 
Bray, 2011; Metcalfe, 2017). ”Pyyhitäänpä tämä virhe äkkiä pois”, saatoin sanoa itse-
kin. 

Väitöskirjassani tutkin: 

1.  Testattujen suomalaisoppilaiden joustavuutta yhtälönratkaisussa, joustavuu-
den suhdetta nopeuteen ja yhtälöiden oikein tekemiseen sekä käsityksiä jous-
tavuudesta; 

2.  Opettajien ja opettajaopiskelijoiden käsityksiä ja uskomuksia vertailutehtä-
vistä ja tarkoituksellisista virheistä; 

3.  Vertailutehtävien ja tarkoituksellisten virheiden käyttöä edistäviä tai vaikeut-
tavia tekijöitä. 

Seuraavaksi kerron tutkimusaineistosta, menetelmistä, päätuloksista ja omien 
joustavuuden opetusta koskevien uskomusteni muutoksesta.  

Aineistossani oli mukana yhteensä 340 oppilasta ja noin 40 opettajaa tai opetta-
jaopiskelijaa. Osan aineistosta keräsin Joustava yhtälönratkaisu -hankkeen rinnalla. 
Aineistona olivat yhtälönratkaisutestit, opettajien ja opettajaopiskelijoiden litte-
roidut keskustelut, opettajien kyselyvastaukset ja oppituntien videoinnit. Tutkimus-
menetelmäni olivat määrällisiä: regressioanalyysi ja ristiintaulukointi ja laadullisia: 
fenomenografia, sisällönanalyysi ja tapaustutkimus.  

 Tutkimukseni koostui neljästä osajulkaisusta ja niiden yhteenvedosta.  Väitöstut-
kimukseni mukaan tutkittujen suomalaisoppilaiden joustavuus oli melko vaatima-
tonta. Opettajien käsitysten ja uskomusten mukaan vertailutehtävillä ja tarkoituk-
sellisilla virheillä tuetaan oppilaiden aktiivisuutta, analysointitaitoja ja virheistä op-
pimista. Opettajien käsitysten mukaan tehtävät voisivat muun muassa auttaa ”pitä-
mään oppilaita hereillä” ja ”keskustelemaan, mistä virhe tulee” ja laittaisivat ajatte-
lemaan välivaiheita. Opettajan rooli voisi olla toimia valmentajana. Opettajilla oli 
myös huolenaiheita, jotka kannattaa huomioida esimerkiksi koulutuksissa. Jotkut 
opettajat olivat esimerkiksi huolissaan oppilailta tarvittavista esitiedoista, 
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kiinnostuksesta ja siitä, sekoittaisivatko tehtävät oppilaita. Uskomukseni ja käsityk-
seni matematiikan opettamisesta ovat muuttuneet tämän tutkimuksen myötä. Nyt 
ajattelen, että vertailutehtäviä ja tarkoituksellisia virheitä kannattaa hyödyntää. 
Opettajan on hyvä kysellä ja vaatia perusteluja. Vertailutehtävien ideaa voi todennä-
köisesti soveltaa eri matematiikan osa-alueille ja eri luokka-asteille. Tehtävätyypit 
vaikuttavat olevan leviämässä Suomeenkin, esimerkiksi ylioppilaskirjoituksiin. Ver-
tailutehtävien ja tarkoituksellisten virheiden avulla matematiikan opiskelusta voi 
tehdä aktiivisempaa, analyyttisempaa ja keskustelevampaa sekä virheitä hyväksy-
vämpää.  
 

Pyydän Teitä, arvoisa professori Minna Hannula-Sormunen Oulun yliopiston tut-
kijakoulun määräämänä vastaväittäjänä esittämään ne muistutukset, joihin kat-
sotte väitöskirjani antavan aihetta. 
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