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Tanaan tarkastettavassa vaitoskirjassani kasittelen matemaattista joustavuutta. Pe-
rehdyn siihen vertailutehtavien ja tarkoituksellisten virheiden kautta. Vertailutehta-
vat ja tarkoitukselliset virheet ovat opetuskeinoja, joiden ajattelen mahdollistavan
joustavuutta painottavan opiskeluilmapiirin. Kerron aluksi naista kolmesta paa-
kasitteesta ja niihin liittyvista uskomuksista. Sitten esittelen vaitostutkimustani ja
sen tuloksia.

Esimerkissa 1 on lasku 1+2+3+4+5+6+7+8+09, jossa tulee siis selvittda yhteenlas-
kettavien summa. Tama tehtava voidaan ratkaista ainakin kahdella eri tavalla.

Ratkaisutavassa 1 lasku lasketaan vasemmalta oikealle, jolloin tulee selvittaa
kahdeksan valivaihetta. Ratkaisutavassa 2 puolestaan kaytetaan niin sanottuja
kymppipareja eli yhdistetaan ensin 1 ja 9, sitten 2 ja 8 ja niin edelleen. Jalkimmai-
sessa ratkaisutavassa valivaiheita tulee vain viisi.

Esimerkki 1. Kaksi eri ratkaisutapaa samaan tehtavaan

Ratkaisutapa 1: Ratkaisutapa 2: "kymppiparit”

1+2=3 1+9=10
3+3=6 2+8=10
6+4=10 3+7=10
10+5=15 4+6=10
15+6=21 40+5=45
21+7=28
28+8=36
36+9=45
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Matemaattiseksi joustavuudeksi kutsutaan kykya tuottaa erilaisia ratkaisutapoja
ja valita niista tilanteeseen sopivin (esim. Star & Rittle-Johnson, 2008). Kyse on siis
erilaisten ratkaisutapojen kayttamisesta yhteen tehtavaan ja tapojen vertailusta.
Joustavuus on tarpeen mentiessa syvemmalle matematiikan opinnoissa. Ongelman-
ratkaisussa tarvitaan juuri erilaisten keinojen pohdintaa.

Vertailutehtavaksi kutsun esimerkkia, jossa on kahden kuvitteellisen oppilaan
ratkaisutavat ja kysymyksia niistid. Luokassa oppilaat tutkivat naita tapoja vertaillen.
Naista on kaytetty myos nimitysta CDMS (Compare and Discuss Multiple Strate-
gies).

Esimerkin 2 vertailutehtavassa kuvitteelliset oppilaat Kalle ja Leena ovat ratkais-
seet kumpikin saman yhtalon omilla tavoillaan. Tehtava on kehittamastamme Jous-
tava yhtalonratkaisu -materiaalista, johon mallina on osin ollut yhdysvaltalainen
Contrasting Cases -materiaali (Star ym., 2015). Oppilaat luokassa pohtivat, miten
Kalle ratkaisi tehtavan ja miten Leena. Sitten he pohtivat yhtalaisyyksia ja eroavai-
suuksia tehtavien valilla ja sitd, miten ratkaisisivat tehtavan itse — kayttaisivatko he
Kallen vai Leenan ratkaisutapaa vai viela jotain muuta. Joustavuutta on myos miet-
tia sopivampaa ratkaisutapaa uusiksi, jos tehtavananto muuttuukin, kuten vertailu-
tehtavan kohdassa d.

Esimerkki 2. Vertailutehtava (julkaistu JYR-materiaalissa)

Kalle ja Leena ovat ratkaisseet yhtalon 3(x + 2) = 15 seuraavilla tavoilla:

Kallen ratkaisu Leenan ratkaisu
Ensin kerrcin vasemman 3(x+2) =15 re Ty =
2) = (x+2)=15 P e sl e
puelen sulkeet auki. Ensin Jacin yhtalon puolit
tain luvulla 3
Seuraavaksi vahensin lu- Ix+6=15 3(1; 2) = % _— .
vun 6 molemmilta puolilta Seuraavaksi vlahensml luvun
2 molemmilta pualilta
Lopuksi jacin molemmat Ir+b-6=15-6 x+2=5 v ceon
puclet luvulla 3 astauksenion x =3
3xr =9 Xx+2-2=5-12
Sain vastaukseksi x = 3
3x 9 —
-z x=3
3 3
1 x=3

a) Kuinka Kalle ratkaisi yhtalén? Entad Leena? Ovatko he paatyneet

oikeaan ratkaisuun? Mista tiedat taman?
b) Huomaatko yhtaldisyyksia Kallen ja Leenan ratkaisuissa?

¢) Kumpaa tapaa itse kayttdisit kyseisen yhtalén ratkaisuun?
d) Jos yhtald olisi muotoa 3(x + 2) = 17, kumpi ratkaisutavoista olisi parempi,

miksi?

Lahde: https://aoe.fi/#/materiaali/2392


https://aoe.fi/#/materiaali/2392
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Vertailutehtavia yhtalonratkaisussa on tutkittu paljon etenkin Yhdysvalloissa. Ne
kehittavat yhdysvaltalaistutkimusten mukaan matemaattista joustavuutta ja muita
matematiikan taitoja (esim. Durkin, Rittle-Johnson, Star ym., 2021; Star & Rittle-
Johnson, 2008; Star, Pollack ym., 2015). Vertailutehtavien aktiivinen kaytto tuotti
parempia oppimistuloksia kuin niiden kayttaminen harvoin. Opettajien esittamat
avoimet kysymykset, esimerkiksi "Haluaako joku kommentoida tata ideaa?”, ovat
niin ikaan olleet yhteydessa oppilaiden parempiin joustavuustuloksiin (Star, Newton
ym., 2015). Vertailutehtavista ovat kokeneet hyotyneensa myos oppilaat, jotka ovat
parjanneet heikosti matematiikassa.

Tarkoitukselliseksi virheeksi kutsun tehtavan vialivaiheeseen upotettua virhetta.
Oppilaat paikantavat virheen ja selittavat auki periaatteen, jolla virheen voisi jat-
kossa valttaa. Naita tehtavia on tutkittu myos esimerkiksi nimella erroneous examp-
les, virheelliset esimerkit, ja saatu hyvia oppimistuloksia (esim. Adams ym., 2014).

Esimerkissa 3 oppilas on aloittanut tehtavan kahdella eri tavalla. Oppilaat pohti-
vat, mita huomaavat ja miten kuvitteellista oppilasta voisi neuvoa. Tavassa a) oppi-
las on tehnyt virheen. Oppilaat voisivat selittaa auki, etta aluksi tulee laskea kerto-
laskut. Virheellisen ratkaisutavan voi vaikkapa rastia lopuksi yli.

Esimerkki 3. Tarkoituksellisen virheen sisaltava tehtava
Vertaa eraan oppilaan kahta ratkaisun aloitusta samaan tehtavaan. Mita huomaat?
Tapaa)2+3-5=5-5 Tapab)2+3-5=2+15

Miten neuvoisit oppilasta?

Tarkoituksellisen virheen kaytossa on tarkeaa muun muassa korjata virheen
taustalla oleva periaate oikeaksi ja esittaa rinnakkain oikea ja virheellinen ratkaisu-
tapa (Alfieri ym., 2013; Durkin & Rittle-Johnson, 2012).

Joustavuudella tarkoitan siis kykya tuottaa eri ratkaisutapoja ja sopivimman va-
lintaa. Joustavuutta voidaan kehittaa kayttaen vertailutehtavia, joissa tutkitaan
kahta esimerkkiratkaisua. Joskus vertailutehtavaan voi olla upotettuna tyypillinen,
tarkoituksellinen virhe. Vertailutehtavista ja tarkoituksellisista virheista tutkin eri-
tyisesti opettajien kasityksia ja uskomuksia. Seuraavaksi kerron uskomuksista.

Matematiikan opiskeluun liittyy uskomuksia, jotka voivat estaa joustavan ilma-
piirin toteutumista. Oppilaat voivat esimerkiksi ajatella, etta kaikki muut ymmarta-
vat, mutta itse ei. Oppilaat voivat luulla omaa kysymystaan tyhmaksi tai olevansa ai-
noa, joka ei ymmarra. Oppilaat voivat ajatella, etta matematiikassa tulee ratkaista
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tehtavia mahdollisimman nopeasti (Torner, 1998). Virheet nahdaan helposti negatii-
visina, oppimista hairitsevina tekijoina (Steuer & Dresel, 2015).

Niin ikaan opetukseen liittyy uskomuksia. Matematiikassa esimerkiksi toistetaan
mielelladn opettajan esittamaa ratkaisutapaa (Schoenfeld, 1992). Minakin ajattelin
opettajana toimiessani, etta: "Taman voisi tehda eri tavoinkin, mutten sekoita oppi-
laita enempaa.” Opettajat ja oppilaat myos helposti pelkaavat tai valttelevat virhei-
den tekemista tai esittamista, silla ne nahdaan oppimista hairitsevina tekijoina (vrt.
Bray, 2011; Metcalfe, 2017). "Pyyhitaanpa tama virhe akkia pois”, saatoin sanoa itse-
kin.

Vaitoskirjassani tutkin:

1. Testattujen suomalaisoppilaiden joustavuutta yhtalonratkaisussa, joustavuu-
den suhdetta nopeuteen ja yhtaloiden oikein tekemiseen seka kasityksia jous-
tavuudesta;

2. Opettajien ja opettajaopiskelijoiden kasityksia ja uskomuksia vertailutehta-
vista ja tarkoituksellisista virheista;

3. Vertailutehtavien ja tarkoituksellisten virheiden kayttoa edistavia tai vaikeut-
tavia tekijoita.

Seuraavaksi kerron tutkimusaineistosta, menetelmista, paatuloksista ja omien
joustavuuden opetusta koskevien uskomusteni muutoksesta.

Aineistossani oli mukana yhteensa 340 oppilasta ja noin 40 opettajaa tai opetta-
jaopiskelijaa. Osan aineistosta kerasin Joustava yhtalonratkaisu -hankkeen rinnalla.
Aineistona olivat yhtalonratkaisutestit, opettajien ja opettajaopiskelijoiden litte-
roidut keskustelut, opettajien kyselyvastaukset ja oppituntien videoinnit. Tutkimus-
menetelmani olivat maarallisia: regressioanalyysi ja ristiintaulukointi ja laadullisia:
fenomenografia, sisallonanalyysi ja tapaustutkimus.

Tutkimukseni koostui neljasta osajulkaisusta ja niiden yhteenvedosta. Vaitostut-
kimukseni mukaan tutkittujen suomalaisoppilaiden joustavuus oli melko vaatima-
tonta. Opettajien kasitysten ja uskomusten mukaan vertailutehtavilla ja tarkoituk-
sellisilla virheilla tuetaan oppilaiden aktiivisuutta, analysointitaitoja ja virheista op-
pimista. Opettajien kasitysten mukaan tehtavat voisivat muun muassa auttaa "pita-
maan oppilaita hereilla” ja "keskustelemaan, mista virhe tulee” ja laittaisivat ajatte-
lemaan valivaiheita. Opettajan rooli voisi olla toimia valmentajana. Opettajilla oli
myos huolenaiheita, jotka kannattaa huomioida esimerkiksi koulutuksissa. Jotkut
opettajat olivat esimerkiksi huolissaan oppilailta tarvittavista esitiedoista,
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kiinnostuksesta ja siitd, sekoittaisivatko tehtavat oppilaita. Uskomukseni ja kasityk-
seni matematiikan opettamisesta ovat muuttuneet taman tutkimuksen myota. Nyt
ajattelen, etta vertailutehtavia ja tarkoituksellisia virheita kannattaa hyodyntaa.
Opettajan on hyva kysella ja vaatia perusteluja. Vertailutehtavien ideaa voi todenna-
koisesti soveltaa eri matematiikan osa-alueille ja eri luokka-asteille. Tehtavatyypit
vaikuttavat olevan leviamassa Suomeenkin, esimerkiksi ylioppilaskirjoituksiin. Ver-
tailutehtavien ja tarkoituksellisten virheiden avulla matematiikan opiskelusta voi
tehda aktiivisempaa, analyyttisempaa ja keskustelevampaa seka virheita hyvaksy-
vampaa.

Pyyddin Teitd, arvoisa professori Minna Hannula-Sormunen Oulun yliopiston tut-
kijakoulun mddrddamadna vastavdittdjdand esittamddn ne muistutukset, jothin kat-
sotte vditoskirjani antavan athetta.
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